Разбор задачи «Матрёшки»
Автор разбора: Г. Гренкин

Условие

На столе стоят N матрёшек разного размера. Матрёшку меньшего размера можно поместить внутрь большей, ту, в свою очередь, внутрь ещё большей и так далее.

Сколькими способами можно поместить часть матрёшек внутрь других, чтобы осталось ровно K матрёшек?
Разбор
Первый способ. Будем относить каждую матрёшку к одной из K групп. Будем предполагать, что все группы пронумерованы. Потом нужно будет учесть, что в задаче требуется вычислить число способов с точностью до нумерации групп (то есть с точностью до перестановки чисел 1, 2, …, K), поэтому в ответе появится K! в знаменателе.
Число способов отнести каждую из N матрёшек к одной из K групп так, чтобы все группы оказались непустыми (обозначим это число способов xK), равняется числу последовательностей из N чисел от 1 до K, содержащих все числа 1, 2, …, K хотя бы по одному разу.
Число последовательностей из N чисел от 1 до K равно KN. Чтобы найти xK, нужно из KN вычесть число последовательностей из N чисел от 1 до K, в которых, по крайней мере, одно из чисел 1, 2, …, K отсутствует.

Пусть yi — количество последовательностей из N чисел от 1 до K, в которых отсутствуют ровно i каких-нибудь чисел из множества {1, …, K}.
Справедливо равенство:

                                                  xK = KN – y1 – y2 – … – yK-1.                                            (1)
Найдём yi (i = 1, 2, …, K–1).

Сначала найдём y1 — количество последовательностей из N чисел от 1 до K, в которых отсутствует ровно одно из чисел 1, …, K.
Отсутствующее число можно выбрать K способами. Пусть отсутствующее число выбрано и равно l. Количество последовательностей из N чисел из множества {1, 2, …, l–1, l+1, …, K}, содержащих все числа 1, 2, …, l–1, l+1, …, K хотя бы по одному разу, равно xK–1. Следовательно, y1 = K(xK–1.

Остальные числа: y2, …, yK–1 —  можно найти по аналогичной схеме и получить следующие выражения для yi, i = 2, 3, … K–1:
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Окончательно можем записать, что
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(Здесь 
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Подставив выражения для yi в формулу (1), получим формулу
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Обозначим 
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Разделив левую и правую части равенства (2) на K!, получим формулу
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Отсюда
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При этом все слагаемые, стоящие в скобке, являются целыми числами.

Можно получить более простую формулу:


[image: image8.wmf](

)

!

1

...

!

2

!

1

!

1

2

1

-

-

-

-

-

=

-

-

K

R

R

R

K

K

R

K

K

N

K

.

Но при вычислении RK по этой формуле придётся работать с дробными числами, поэтому мы будем пользоваться предыдущей формулой.

Число x1 равняется числу последовательностей из N чисел от 1 до 1, содержащих все числа 1, …, 1, хотя бы по одному разу. Очевидно, что x1 = 1, а значит, R1 = 1.

Итак, мы получили рекуррентную формулу для RK:
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Второй способ. Будем относить каждую матрёшку к одной из K групп. Пронумеруем все группы.

Сколькими способами можно выбрать для каждой из N матрёшек одну из K групп так, чтобы в каждой группе оказалась, по крайней мере, одна матрёшка?

Обозначим искомое количество способов xN,K. Обозначим количество способов выбрать для каждой матрёшки группу так, чтобы в каждой группе была, по крайней мере, одна матрёшка, а в первой группе было ровно i матрёшек, mi (1 ( i ( N–K+1).
Справедливо равенство:
xN,K = m1 + m2 + … + mN–K+1.

Найдём mi. Число способов выбрать i матрёшек из N равно 
[image: image10.wmf]i

N

C

. Справедливо равенство:


[image: image11.wmf]1

,

-

-

=

K

i

N

i

N

i

x

C

m

.

Итак,
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Ответом в задаче будет число R = 
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Как вычислить R?

xi,1 = 1, 1 ( i ( N,

x2,2 = 
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Из этих равенств видно, что, например, для вычисления x4,4 не нужно вычислять все значения xi,j​, где 1 ( i ( 4, 1 ( j ( 4. Достаточно вычислить только значения x3,3, x2,2 и x1,1. Какие значения должны быть вычислены до вычисления какого-нибудь значения xi,j, можно изобразить на рисунке.

Поэтому для экономии вычислений лучше вместо простого двойного цикла (см. ниже), при выполнении которого переменные i и j принимают все возможные значения i = 1, …, N, j = 1, …, K, указать более узкий диапазон значений переменных i и j. 
for i := 1 to N do

begin

  for j := 1 to K do

  begin

    …

  end;

end;
Один из способов достичь такого результата — использовать рекурсию.

Можно определить рекурсивную функцию, которая будет принимать в качестве параметров значения i и j и возвращать число xi,j. При этом вычисленные значения xi,j заносятся в память компьютера, а именно в двумерный массив (таблицу). Всякий раз при вызове нашей рекурсивной функции производится проверка (в самом начале тела этой функции), было ли уже вычислено число xi,j. Если да, то повторно вычислять это число не нужно, а нужно просто возвратить это число в качестве значения функции.

Перед вычислением чисел xi,j нужно вычислить 
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 (1 ( n ( N, 1 ( k ( K). Для этого можно воспользоваться формулой Паскаля:
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