Задача «Коготь дракона»
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Условие
В кампусе ДВФУ установлена скульптура дракона, у которого на лапах есть длинные когти. По легенде, когда студент успешно сдаёт сессию, когти немного подрастают (на несколько нанометров). Поэтому студенты заинтересовались, насколько увеличится площадь когтя, когда он подрастёт на d мм.

Студенты построили следующую математическую модель роста когтя дракона. Коготь имеет форму выпуклого многоугольника с основанием на оси абсцисс. Коготь растёт одинаково по всем направлениям и не растёт ниже своего основания. То, что коготь подрос на d мм, означает, что все его стороны сдвинулись параллельно на d мм вовне (см. рисунок). Основание когтя остаётся на месте, поэтому необходимо пересечь новый многоугольник с осью абсцисс.
Напишите программу, вычисляющую площадь когтя до того, как он подрос, и после того, как он подрос.

Формат входного файла

Входной файл содержит целые числа N d. Далее следуют N пар целых чисел xi yi — координаты вершин многоугольника в мм в порядке обхода по часовой стрелке.
Формат выходного файла
Выходной файл должен содержать 2 вещественных числа: площадь когтя до роста и после роста в мм2. Числа следует вывести с точностью до 6 знаков после запятой.
Ограничения
3 ≤ N ≤ 40 

1 ≤ d ≤ 100 

−100 ≤ xi ≤ 100
0 ≤ yi ≤ 100
y1 = yn = 0 
Примеры тестов

	№
	input.txt
	output.txt

	1
	4 0.5

-1 0

-2 1

0 3

1.5 0
	5.750000 10.082728

	2
	4 1

2 0

2 2

4 2

4 0
	4.000000 12.000000


Разбор

Необходимо провести прямые, параллельные сторонам многоугольника и находящиеся от них на расстоянии d с внешней стороны многоугольника. Затем эти прямые нужно пересечь и получить тем самым подросший коготь. Но ещё необходимо срезать полученный многоугольник осью абсцисс.

Каждая вершина нового когтя зависит от 3-х соседних вершин старого когтя. Рассмотрим 3 такие вершины и найдём уравнения прямых, содержащих соответствующие отрезки.

Уравнение прямой, проходящей через точки (x1, y1), (x2, y2), имеет вид

Ax + By + C = 0,

где A = y1 – y2, B = x2 – x1, C = x1(y2 – y1) + y1(x1 – x2). При этом вектор нормали к прямой имеет координаты (A, B). Заметим, что при обходе вершин многоугольника по часовой стрелке этот вектор будет направлен вне многоугольника.

Теперь нам необходимо сдвинуть прямую на вектор d
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, где 
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 — единичный вектор нормали к прямой, внешний по отношению к многоугольнику. Нам известно, что точка (x0, y0) принадлежит исходной прямой. Тогда точка с координатами 
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 будет принадлежать новой прямой. Уравнение новой прямой имеет вид
Ax + By + C1 = 0.

Для нахождения коэффициента C1 подставим в уравнение вместо x, y координаты новой точки. Получим
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Итак, мы нашли уравнения сдвинутых прямых. Далее найдем точку их пересечения. Для этого решим систему линейных уравнений
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по правилу Крамера:
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Теперь мы нашли подросший коготь. Осталось пересечь его с осью абсцисс. Для этого заведём переменные i, j и выполним циклы:
  i = 1;

  while (yn[i+1] < 0)
    i++;

  j = n;

  while (yn[j-1] < 0)
    j--;
Таким образом, мы найдем отрезки (i, i + 1) и (j – 1, j), которые пересекаются с осью абсцисс. Они точно не горизонтальные, потому что если в исходном когте был горизонтальный отрезок, то он ушёл вверх.
Для нахождения точки пересечения отрезка (x1, y1), (x2, y2) с осью абсцисс составим уравнение прямой:
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Положив в этом уравнении y = 0, получим
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Теперь найдем площади старого и нового когтей. Чтобы найти ориентированную площадь многоугольника A1A2…An, нужно сложить ориентированные площади треугольников OA1A2, OA2A3, …, OAnA1. Ориентированная площадь треугольника OA1A2 равна половине координаты векторного произведения: 
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Отметим, что можно найти подросший коготь без нахождения уравнений прямых. Для получения новой вершины когтя необходимо сместиться по биссектрисе угла на определенное расстояние x вне угла.
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Здесь 
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 можно    

найти через скалярное произведение.
Для начального ознакомления с геометрическими алгоритмами рекомендуется статья Е.В. Андреевой, Ю.Е. Егорова «Вычислительная геометрия на плоскости» (газета «Информатика», 2002, №№ 39, 40, 43, 44).
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